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Sur une application possible
du concept d’homotopie
a la théorie des modeles

Brice Harimvi®

REsUME. — Cet article vise a appliquer certains concepts de la théorie
moderne de ’homotopie a la théorie des modeles. En particulier, le con-
cept d’ensemble simplicial est employé pour décrire les formules d’un
langage L du premier ordre, les ensembles définissables d’une structure
d’interprétation de L, et les espaces de types d’une théorie couchée dans
L. On montre qu’a toute structure d’interprétation de L peut étre associé
un ensemble simplicial, selon une correspondance fonctorielle qui traduit
plongements élémentaires en morphismes d’ensembles simpliciaux. Pour
finir, une comparaison est esquissée entre classes élémentaires de modeles
(au sens de la théorie des modeles) et catégories de modeles (au sens de
la théorie de I’homotopie).

ABSTRACT. — This paper endeavors to show the possible application
to model theory of concepts coming from modern homotopy theory. In
particular, the concept of simplicial set can be brought into play to de-
scribe the formulas of a first-order language L, the definable subsets of an
L-structure, as well as the type spaces of a theory expressed in L. It is
shown that to any L-structure can be associated a simplicial set, accord-
ing to a functorial mapping that associates simplicial maps to elemen-
tary embeddings. Finally, a comparison is sketched between elementary
classes of models (in the model-theoretic sense) and model categories (in
the homotopy-theoretic sense).
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1. Introduction

L’une des taches fondamentales de la logique est historiquement, des
Aristote, de penser les mathématiques, ¢’est-a-dire a la fois d’en formaliser
les raisonnements, et de penser leur homogénéité avec le raisonnement or-
dinaire (en dépit de leur inscription dans un régime discursif formel). Mais
le rapport privilégié de la logique avec les mathématiques explique que la
logique, du fait de formaliser les mathématiques, ait pu historiquement de-
venir elle-méme une branche a part entiere des mathématiques. Cette mu-
tation, a I'ceuvre depuis la seconde moitié du XIX° siecle, est allée de pair
avec un certain nombre d’interactions de la logique avec les autres branches
des mathématiques traditionnelles, ou du moins avec certaines d’entre elles.
Ces interactions ne font qu’attester la place pleine et entiére acquise par la
logique mathématique au sein de ’ensemble des mathématiques. Des exem-
ples clairs et déja anciens de ce phénomene sont fournis par 'importation,
en théorie des modeles, de concepts et de méthodes en provenance directe de
lalgebre universelle (comme 'attestent notamment les travaux de Tarski),
d’une part, et, d’autre part, de la topologie générale (comme le montre par
exemple la dualité de Stone).
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Si la topologie et ’algebre ont marqué la théorie des modeles, et par cet
intermédiaire la logique tout entiere, pour autant, la topologie algébrique,
discipline phare des mathématiques modernes, a été relativement peu ex-
ploitée par la théorie des modeles, discipline phare de la logique mathémati-
que moderne. L’hypothese de travail qui sera ici suivie est que, si 'immersion
de la logique au sein des mathématiques ne s’est pas avérée historiquement
uniforme, néanmoins toutes les cases vides du tableau des rapports entre
la logique et les autres branches des mathématiques correspondent a au-
tant d’interactions fructueuses en attente d’actualisation. L’objet de cet
article est précisément de le vérifier a propos de la théorie des modeles
et de la théorie de I'homotopie, en examinant le transfert, a la théorie des
modeles, de concepts et de structures provenant spécifiquement de la théorie
de I’homotopie. L’enjeu d’un tel transfert est d’établir les premiers éléments
d’une forme de dictionnaire de la théorie des modeles vers la théorie de
I’homotopie’, et de proposer un panorama d’applications possibles de la
seconde a la premiére.

La perspective d'un croisement possible de la théorie des modeles et de la
théorie de I’homotopie est également motivée par les récents développements
qui ont conduit Vladimir Voevodsky a proposer un programme, intitulé
« Univalent Foundations of Mathematics », visant & combiner la théorie des
types de Martin-Lof et la théorie de I’homotopie, et & fournir ainsi un nou-
veau cadre de formulation des mathématiques. Les liens existant entre la
théorie de Martin-Lof et les catégories de modeles, dégagés notamment
depuis un article fondateur de Hofmann et Streicher?, ont éclairé d’un jour
nouveau les rapports potentiels entre logique et théorie de I’homotopie, en
incitant, pour simplifier, & concevoir deux preuves d’un méme théoréme (a
partir des mémes axiomes) comme deux chemins homotopes. La théorie de
I’homotopie s’avere des lors virtuellement omniprésente en logique, et ce
pour des raisons d’ordre syntaxique (relevant de la théorie de la démonstra-
tion).

Le présent article, bien que compatible avec une telle perspective, suit
une autre voie, située sur le versant, non des preuves formelles, mais des
modeles : on montre que toute structure d’interprétation d’un langage du
premier ordre peut étre décrite en termes simpliciaux. Ce résultat a en
particulier pour conséquence que toute théorie formelle du premier ordre
peut étre abordée d’un point de vue homotopique, et que tout modele d’une
telle théorie peut étre comparé au représentant d’un type d’homotopie. Des
lors, la théorie de I’homotopie s’avere virtuellement omniprésente en logique,

(1) Pour une présentation des notions centrales de la théorie des modeles, voir par
exemple [10].
(2) cft. [6].
- 1019 —



Brice Halimi

pour des raisons relevant cette fois d’'un point de vue sémantique. Autre
différence avec le programme de Voevodsky, il ne s’agit pas ici de rechercher
une nouvelle voie fondationnelle, mais, de facon nettement plus limitée, de
contribuer a expliquer en quoi la théorie de ’homotopie constitue une théorie
transversale en mathématiques et bénéficie, pour reprendre ’expression de
Jean Dieudonné a propos de la géométrie, d’une position de «domination
universelle » au sein des mathématiques.

2. Idées simpliciales

2.1. Les formules comme chaines

Le point de départ qui motive la recherche d’un dictionnaire homotopo-
logique est que la notion de bord peut trouver une illustration dans le con-
texte de la logique du premier ordre — les formules du langage de cette
logique devenant des chaines (au sens d’une somme formelle de faces et,
en homologie, au sens d’un complexe de chaines). C’est ce qui apparait
si 'on pose, dans le cas par exemple d’une formule ¢(vg,vy,...,v,) ayant
exactement vg, v1,...,v, pour variables libres :

n—1
Op = N\ =VrQ(Vo, -, Vi1, T, Vi e ey Up1)-
i=0
Cet opérateur de bord n’est pas stable pour le renommage des varia-
bles : par exemple, les formules ¢(vg,v1) = (P(vo) A (P(v1) V =P(v1))) et
P(vo,v1) = (P(v1) A (P(vo) V =P(vg))) (pour un prédicat P quelconque
du langage) peuvent étre obtenues l'une a partir de ’autre par renommage
de leurs variables libres. Néanmoins, 0¢ et 01 ne sont pas logiquement
équivalentes : 9¢ = (VzP(z) A (P(vo) V =P(vg)) A =(P(vg) A Va(P(z) V
—P(x)))) = (VzP(x) A =P(vg)), qui est contradictoire, tandis que d¢ =
(P(vo) AVz(P(z) V =P(z)) A =(YzP(x) A (P(vo) V —P(v0)))) = (P(vo) A
—VzP(x)), qui n’est pas contradictoire.

Pour éviter tout probleme de ce type, on se placera dans tout ce qui suit,
de fagon rigide, dans un langage L. du premier ordre ayant exactement ‘v;’,
i > 0, pour symboles de variables libres, et ‘2’, ‘y’, ‘2’, etc., pour symboles de
variables liées. Les formules seront considérées a renommage pres des vari-
ables liées, mais non a renommage pres des variables libres. Les autres sym-
boles composant 1’alphabet de L sont les symboles usuels : négation (‘—’),
conjonction (‘A’), disjonction (‘V’), quantificateur unaire (‘Q’, par exemple
‘3%), lettres schématiques de relations n-aires (n > 1) et symbole d’égalité
(‘="). Les formules de L seront toutes écrites de telle facon que toute for-
mule a n variables libres a exactement vg,v1,...,v,_1 pour variables libres.
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Autrement dit, une formule (au sens usuel) de L telle que (P(vg) A =P (v2))
ne sera pas considérée comme une formule bien formée de L3. Une formule
@ de L (au sens usuel) sera donc dite une formule bien formée ssi I’ensemble
des indices des variables libres ayant une occurrence dans ¢ est un segment
initial de N. En revanche, ’ordre d’occurrence des variables n’importe pas.
Dorénavant, par «formule», on entendra toujours une formule bien formée

de L.

Dans les conditions syntaxiques qui viennent d’étre décrites, ’application
itérée de 9 & y(vg,v1,v2) donne :

e tout d’abord, la conjonction de Vzp(x, vy, v1), =Vap(vy, z,v1) et de
Vap(vo, v1, ) ;

e ensuite, la conjonction contradictoire des six formules suivantes :
VyVro(z,y, vo)
_'v:yvx(p(xa Vo, y) et vy—'v‘r@(yv z, UO)
_‘Vyﬁvﬂﬁ(voa z, y)? VnyEQO(y, Vo, x)a _‘V?JVfESﬁ(UOa Y, ‘T)

(Une contradiction s’ensuit parce que la quantification universelle commute
avec la conjonction.) On peut ainsi résumer les choses : 9 0 9 = 0, en no-
tant ‘0’ au lieu de ‘L’ Pabsurde logique (c’est-a-dire la classe d’équivalence
logique de toutes les formules antilogiques). Cette équivalence, analogue &
la condition qui définit un opérateur de bord, justifie d’étudier la possibilité
d’adapter au cadre de la logique du premier ordre un certain nombre de
concepts provenant de la topologie algébrique.

Il convient de préciser ce point de vue de fagon plus formelle. Soit
F,, 'ensemble des formules bien formées de L ayant ezactement vy, ..., v,
pour variables libres. L’ensemble F_; peut étre défini comme 1’ensemble
des énoncés de L. On définit alors deux applications d; : F,, — F,_1 et
si+ Fy — Fhyq par:

di(e(vo, ..., vn)) = Qrp(vo, ...y Vim1, X, Viy .., Up_1)

5i(p(vo, ..., vn)) = ((v; = vjg1) = @(V0s -+ Vj—1, Vjg1s -+, Unt1))-

(3) Cette restriction n’est guére dommageable. En effet, une formule (au sens usuel)
peut toujours, sans perte de moyens expressifs du langage, étre remplacée par une formule
bien formée de L. En l'occurrence, (P(vg) A =P(v2)) peut simplement étre remplacée
par (P(vg) A =P(v1)). En outre, la formule (bien formée) P(vo,v1) A Q(vo,v2), obtenue
par conjonction d’une formule bien formée et d’une formule non bien formée, peut étre
transformée en une formule construite uniquement & partir de formules bien formée,
sans que cette transformation fasse sortir de sa classe d’équivalence logique : P(vg,v1) A
Q(vo,v2) = P(vo,v1)AQ(v2,v3) A(vg = v2) = (P(vo,v1)A(vo = v2))A((vo = v2)A(v1 =
v1) A Q(v2,v3)). Toutefois, ce dernier point n’importera pas dans ce qui suit.
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Ces deux applications satisfont un certain nombre d’égalités (& équivalence
logique pres des formules). Pour ¢ < j, on trouve :

didjgﬁ = di(chp(vo,...,vj_l,x,vj,...,vn_l))
= Qny(p(U(N e Vi1, Y, Uiy e v oy V-2, T, Vg1, - -« 7Un—2)

D’autre part, toujours pour i < j :

dj—1dip = dj—1(Que(vo, ..., V1,2,V ..., Vn_1))

= QnyUS@(UO7 ey V=1, T, V4,0 v 7vj727 Y, /Ujfla e 7’Un72)

Les deux résultats sont logiquement équivalents, des lors que QyQzp(y, z, @) =
QyQup(x,y, i) est vrai de n’importe quelle formule ¢ (condition (a)).

Par ailleurs :
SiSjQD = si(((vj = ’Uj+1) — cp(vo, ey Ui—1,V55, V41, - - 7”Uj_1, Uj+1, v ,Un+1)))
((vi = vig1) = ((vjt1 = vj42)

- SD(UO, cey Vi1, Vi1 oo, Uy Ujg2, - - - 7Un+2)))

et
Sj+18:ip = Sj+1(((vi = Ui+1) - 90(on ey Vi1, Vig1y - e e 7Un+1)))
= ((vj+1 = vjt2) = ((vi = viy1)
— (p(Uo, ey Ui—1, V5415 oy Uj, Uj+2, e ,Un+2))).

Dans le cas i = j, on a :

5isj0 = 5i(((vi = vig1) = ©(Vo, -+, Vim1,Vig1, -+, Ung1)))
((Ui = 'UiJrl) - ((Uz‘+1 = Ui+2) - SO(U(M ey Vi1, Vi 2y e vy e e 7Un+2)))

et
Si+15:¢ = 5i+1(((vi = ”Uz'+1) - QD(”UOa sy Vi1, Vigdy - ,Un+1)))
= ((vit1 = vit2) = ((vi = viy2) = @(Vo, .-+, Vi1, Vit2, - -+ Unt2)))

En outre, pour ¢ < j :

disjo = di(((v; =vj41) = V0, Vj—1,Vjt1s- -+, Unt1)))
= (Qr(vj_1 =vj) = ©(Vo, .., Vim1,Z, V4, ..., Vj—2,Vj, ..., Vp))
= ((vjo1 =) = Qr(vy, ..., Vi1, 2, Vi, ..., Vj_2,Vj, ..., Vp))
= s5;-1(Qzp(vo, ..., 021, T, V..., Up_1))
= s;_1d;p.

(4) Cette propriété d’« auto-commutativité » a notamment été étudiée dans [11], qui
aboutit & une caractérisation des quantificateurs généralisés unaires auto-commutatifs.
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De plus, pour i > j +1:

disjo = di(((vj = vjr1) = @(Vo, .., Vj—1,Vj41, -+ Vnt1)))
= (Q.I‘(Uj = Uj+1) — (p(’Uo, e ,’Uj_1, Uj+1, ey Vi1, 2, U4, .- -, Un))
= ((Uj = ’Uj+1> d Q.’Iﬁ(p(’l)(), e 7’Uj,1, Uj+1, ey Vi1, X, U450 4 ’Un)>
= 5;(Qze(vo, ..., Vi—2, T, Viz1,...,Un_1))
= dei—lﬁp-
Enfin :
disip = di((vi =viy1) = ©(vo, .+, Vim1,Vit1, s Vnt1)))
= Qx((x=v;) — Vo, Vi—1,Viy- ., Up))
= 9
et
djt1sje = djt1(((v; = vjs1) = (V0,5 Vo1, Vjg1s -5 Ung1)))
= Qz((v;=2) = ©(vo,...,Vj—1,Z,Vj41,...,Vn))
= @

des lors que, pour toute formule ¢, Qz(z =y — plz/y]) = ¢(y) (condition
(b)) — o y est, et x n’est pas, I'une des variables libres de ¢.

L’équivalence logique entre formules est toujours ici considérée comme
une relation d’équivalence restreinte a I'un des ensembles F;,. C’est a cette
condition seulement que les opérateurs d;, s; et 0 peuvent étre définis
modulo équivalence logique. Par exemple, x(vo) = (P(vg) V =P (vg)) et
7(vo,v1) = ((P(vg)V—P(v9))A(P(v1)V—P(v1))) donnent lieu & des formules
0¢ et 01 qui ne sont pas logiquement équivalentes, mais x € Fjy, tandis que
m € F1, de sorte que ces deux formules ne sont pas logiquement équivalentes
au sens donné ici a cette notion. Par ailleurs, les formules ¢(vg,v1) =
(P(vo) A (P(01) V ~P(01))) et ¥(vo,01) = (P(vr) A (Puo) V ~P(vg))) exa-
minées plus haut ont elles aussi des bords qui ne sont pas logiquement
équivalents, mais ¢ et 1, qui ne sont plus considérées a renommage pres
des variables libres, ne sont tout simplement pas logiquement équivalentes
dans Fi. En effet, relativement a une méme assignation o de valeurs a ‘vg’
et a ‘v1’, une L-structure M peut satisfaire ¢ et ne pas satisfaire 1 : il suffit
pour cela que M F P(z)[z = o(vg)] et que M ¥ P(z)[x = o(v1)]°.

(5) Je remercie un rapporteur anonyme pour avoir mis l'accent sur la sensibilité du
cadre proposé au changement du nombre de variables libres comme au renommage des
variables libres.
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Etant données ces précisions, on peut résumer ce qui précede en écrivant,
a équivalence logique pres, et & supposer que le quantificateur @) respecte
les deux conditions (a) et (b)S :

didj = dj—ldi sit<j
8i8j = Sj+154 sii<j
ijldi sii<j
sjdi—1 sii>j+1
Ces relations, appelées «identités simpliciales », font de
F*Q = (Fy, (d} )o<i<n, (5?)0<j<n>neN»

considéré & équivalence logique pres, un ensemble simplicial”. De maniére
équivalente, un ensemble simplicial peut étre défini comme un foncteur de la
catégorie A°P vers la catégorie Ens des ensembles, A étant la catégorie des
ordinaux finis (représentés par tous les segments n:=0<1<2<... < n)
et des homomorphismes d’ordre entre ordinaux finis®.

Il est désormais possible de justifier davantage le choix des opérateurs
d; et s;. Ces derniers auraient en effet pu étre définis de fagon quelque peu
différente. Ainsi, d; aurait pu étre remplacé par :

di(p(voy ..., 0n)) = @V, -« s Vi1, Uiy Uiy e ooy Un—1),
et s; par :
S;’(QS(UO? R U'ﬂ)) = ((U] = Uj"rl) A ¢(U07 sy U515, V541,50 - av7l+1))7

avec simplement ‘A’ au lieu de ‘—’ (dans ce dernier cas, s’j est moralement le
méme opérateur que s;). Toutefois, contrairement aux opérateurs d;, et s;- qui
viennent d’étre définis, les opérateurs d; et s;, tels qu'’ils ont été définis plus
haut, constituent la transposition directe des morphismes « canoniques » d, :
n—-1—-mnets) :n+1— ndeA. Le morphisme di est le morphime
faisant passer de 0 < 1 < ... <i<...<n—-1a0<1<...<i—-1¢K
i+1 < ... < n,ets), le morphisme faisant passer de 0 < 1 < ... <
j<...€<n+1a0<1<...<j<7j<j+1< ... <n Orles deux
familles (d?,)o<icn.nz0 €t (84)o<jcn.nz0 sont les deux familles naturelles de

(6) C’est notamment le cas de V et de 3.

(7) A proprement parler, seul F*Q = <F,vn7 (C,l?)ogigm (sz.‘)ogjgn)neN est un ensemble
simplicial, ou F, est ’ensemble des classes d’équivalence logique de formules de F,, et
ou d?’ et s;? sont les applications induites par d}' et s? par passage au quotient.

(&) ¢f. (3], p. 3-4.
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morphismes qui permettent d’engendrer tous les morphismes de A : les
applications d!, et s/, forment, avec les relations «cosimpliciales» qu’elle
vérifient, une présentation canonique de A par relations et générateurs. Tout
ensemble simplicial X, en tant que «foncteur contravariant» X : A°? —
Ens, transforme d, en un morphisme d; : X(n) — X(n — 1), et de méme
s en un morphisme s; : X(n) — X(n + 1). L'opérateur d; reflete ainsi
I’opération consistant a supprimer la i-eme position d’une chaine de relations
de longueur n. Appliqué aux formules de F,,, il consiste donc & supprimer
la variable libre v; de chaque formule ¢(vg,...,v,), ce qui n’est possible
qu’en la liant (car il est syntaxiquement impossible de laisser vide la place
occupée par ‘v;” dans ¢). Ce n’est justement pas ce que fait 'opérateur d.
Ce dernier représente bien une transformation menant de F),, a F,,_1, mais
cette transformation n’est pas la traduction de d¢,, puisque la i-eme variable
est répétée au lieu d’étre supprimée. De méme, s;, bien que tres proche de
s, ne correspond pas autant que s; a 'opération sJ | car Iégalité Vj = Vj41
n’est pas censée étre assertée indépendamment de ¢, mais seulement utilisée
comme condition permettant de remplacer ‘v;” par ‘v;y;’ dans .

La naturalité des opérateurs d; et s; (au regard d’autres variantes en-
visageables) est également géométrique. Tels que ces opérateurs ont été
définis, tout quantificateur unaire ) peut étre comparé a un «opérateur
de face» (diQ), et la suite (s;) & la suite correspondante des «opérateurs de
dégénérescence ». Si I’on voit toute formule de F,, comme la représentation
d’un domaine n-dimensionnel, alors d? correspond a une opération de pro-
jection (et en particulier, pour @ = 3, & 'opération usuelle de projection
selon un axe de coordonnées), tandis que s; correspond & 'opération inverse
de «cylindrification ». Ces intuitions appellent une transition a un contexte
sémantique qui fera l'objet de la section suivante.

L’exploitation du comportement combinatoire des formules de la logique
du premier ordre, qui sous-tend I’approche homotopique en logique adoptée
ici, n’est pas sans lien notamment avec les «algebres cylindriques » étudiées
par Henkin, Monk et Tarski. Cependant, contrairement a ces dernieres, elle
fait signe vers une perspective ancrée dans la topologie algébrique plutot
que dans I’«algebre universelle ».

Outre les variables et la quantification, un traitement des autres com-
posantes de 'alphabet de L, a savoir les connecteurs, peut étre proposé dans
le cadre qui vient d’étre décrit. Il apparait en effet que la négation peut étre
identifiée & un morphisme — d’ensembles simpliciaux de FY vers F2, c’est-
a-dire caractérisée par la commutativité (pour tout n) du diagramme :

- 1025 —



Brice Halimi

F, . F,
v El
anl —’an1

D’autre part, la conjonction peut étre caractérisée, parmi tous les con-
necteurs binaires symétriques, par la condition : Vz (Fz A Gz) = (Vo Fz A
Vo Gz). Il en va de fagon analogue pour V. Ainsi, en introduisant des ob-
jets bisimpliciaux, les connecteurs binaires usuels sont-ils identifiables a des
bifoncteurs?. En effet, le diagramme commutatif

c
Fm,p ‘ Fn

(@,Q") Q"

Fn’L—l,p—l —/> F7 -1
c

exprime que Q"z(¢pc)) = (Quip)c' (Q'viy)) pour ¢ € Fy,, et ¢ € F, (ici
n = max(m,p)). En particulier, A est caractérisé par la commutativité (pour

tous m, p) de :
Fm,p L) Fn

(V,¥) v

Fm—l,p—l T>Fn—l )
et V par celle de :

c
Fm,p F’ﬂ

(3,9) 3
mel,pfl —/)an1
c

2.2. Ensembles simpliciaux

Un ensemble simplicial est un foncteur F' : A°? — FEns. Il existe une
généralisation immédiate de la notion d’ensemble simplicial a toute catégorie

(9) On rejoint ici la représentation des opérations logiques dans le langage interne d’un
topos sous la forme de morphismes 2 — Q (pour la négation) ou  x Q@ — Q (pour la
conjonction et la disjonction). La différence est ici que les connecteurs sont considérés
de fagon plus fine, comme reliant non seulement des énoncés (identifiés & des valeurs
de vérité), mais plus généralement des formules, spécifiées par leurs variables libres. Je
remercie un rapporteur anonyme pour l’idée de cette comparaison, tout en regrettant de
ne pas pouvoir davantage lui donner suite dans les limites de cet article.
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abélienne. On peut en effet définir un objet simplicial dans une catégorie
abélienne C' autre que FEns comme un foncteur de A°P vers C. Si C est
par exemple la catégorie des groupes abéliens, on parle alors de «groupe
simplicial ». La raison pour considérer un objet simplicial dans une catégorie
abélienne, comme un groupe simplicial, est qu'un tel objet donne lieu, de

maniere canonique, & un compleze de chaines qui lui est associé :
dn+1 dn
Font— £ F,,

d" =Y (-1)'d}
i=0
d” o dn+1 =0

Il est naturel de chercher a enrichir chaque F}, d’une structure de groupe.
Il est bien connu que F,, possede une structure d’algebre de Boole (la somme
et la multiplication étant la disjonction et la conjonction), et que toute
algebre de Boole peut étre convertie en un anneau booléen. En 'occurrence,
Panneau booléen associé & F), est (F,, <>, A, L, T), ol ¢ «» 1 est la différence
symétrique ((¢ A=)V (¢ A—d)), ot L est n’importe quelle antilogie de F,
(par exemple (vg # vo A ... A v, # vy)) et oll, de méme, T est n’importe
quelle tautologie de F,, (par exemple (vg = vg A ... Av, = v,)). On en
déduit en particulier une structure de groupe (F),, <>, L). Le probléme est
que, pour que F} possede une structure de groupe simplicial, il ne suffit pas
que chacun des F;, ait une structure de groupe : car les dZQ et les s; ne sont
pas nécessairement des morphismes de groupes abéliens. En particulier,

(Q$¢(U07 sy Ui—1, T, U4y - e e avn—l) Nas Ql’i/}(’l}o, sy Vi1, T, Vg, . v 7vn—1))

n’est pas, en général, logiquement équivalent a

QiU((b(’UO, ey V=1, T, U4y e v e avnfl) Aad w(v(% ey V=1, T, U4y e e 7/Unfl)>-

Une premiére solution consiste a passer a des ensembles de formules,
en transposant les opérateurs diQ et s;. Pour G,, = p(F),) et pour i tel
que 0 < 7 < n—1, la correspondance I" — {d?(qﬁ) : ¢ € T'} définit une

application dQ Gn — Gp_1, et de méme pour 55 : G;, — Gp41. Chaque
(Gny A, N) est alors un anneau commutatif, avec AAB = (A—B)U(B— A).
De plus, pour tous I', IV € G,: dQ(FAl"’) = dQ( )AdQ( I') et 5;(TATY) =

5;(I")AS;(I"). Par conséquent, G2 = (G, (d7)o<icn, (s 57 )o<j<n)neN €st un
anneau simplicial.

Une seconde solution!? consiste & introduire le groupe abélien libre ZF},

(10) ¢f. [9], p. 122.
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engendré par les n-simplexes non dégénérés (un n-simplexe dégénéré étant
un élément de F,, de la forme s;(z) pour un certain € F,_1). On peut voir
ZF, comme un ensemble de séquents composés de formules a n variables
libres. En effet, tout élément de ZF,, peut s’écrire :

ank(vow-wvn) = Z ngdr + Z o
k=1

ng <0 n; >0
= A&t Vo
nE <0 n; >0

= Qryy kg D1y, Dl

Les séquents de ZF,, sont considérés modulo équivalence logique (au sens
qui a été dit plus haut) des formules qui les composent. Tout séquent de
ZF,, de la forme ¢ - ¢ en représente I’élément neutre. On définit alors :

@;(¢17"'a¢p l_wlv"wwq) = d?(¢1)a7d?(¢p) l_d?(@bl)vvdz@(wq)?

ot Q désigne le dual de Q, défini par : Quyp(v) := =Qu-p(v). On définit
ensuite le Q-opérateur de différenciation suivant :

48 =310
=0

Le fait de tenir les éléments de ZF,, pour des séquents au sens usuel (une con-
jonction d’antécédents impliquant une disjonction de conséquents) impose

de prendre @ = 3. Pour S = (¢1(vo,v1), p2(vo, v1) F 1 (vo,v1), ¥2(vo, v1),
¥3(vg,v1)), on obtient :

d3(S) = Fole1(vo,v1), (v, v1) F 1 (vo, v1), P2 (vo, v1), 3 (vo, v1))
—31(¢1(vo, v1), B2 (vo, v1) 1 (vo, v1), P (v, v1), P (vo, v1))
= (Vazo1(z,v0), Veda(x,v9) b Jxb1(x,v), Jxthe(x, vo), Ixtbs(x, v9))
—(Vyo1(vo,y), Yyd2(vo, y) = 3ybi (vo, y), Fyta (v, y), Jyws(vo, y))
= Vagi(z,v0), Vaga(z, vo), Iy (ve, y), Iywb2(vo, y), Fys(vo, y)
= Yy (vo, y), Yyd2(vo, y), Fxh1 (2, vo), Fxrbz (2, vo), Fzhs(z, vo)-

On vérifie que d2 o d2_; = 0 pour tout n > 0. On peut dés lors introduire

les groupes d’homologie correspondants.

Une des notions fondamentales concernant les ensembles simpliciaux est
celle d’ensemble simplicial «fibrant». Quelques préalables sont nécessaires
pour l'introduire. Le n-simplexe standard est I’ensemble simplicial A" =
Homa (—,n). La k-iéme corne de A™ est le sous-complexe de A™ qui est
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engendré par toutes les faces exceptées la k-ieme. C’est le cone dont le
sommet est le k-iéme sommet de A”. Par exemple :

0 0
Ag—/\c /\—AQ.
1 2 1 2

Une fibration est un morphisme p : X — Y d’ensembles simpliciaux tel
que pour tout carré simplicial commutatif

Ay —X

E 4
zf L p
7/

7

A"— Y,

il existe # : A™ — X faisant commuter le diagramme ainsi enrichi. Il s’agit
donc d’une condition de relevement, qui, traduite en termes combinatoires,
signifie que si zg,...,Tk,..., T, est un n-uple de (n — 1)-simplexes de X
tels que (i) d;x; = dj_12; pour tous ¢,j # k tels que ¢ < j et (ii) il existe
un n-simplexe y de Y tel que d;y = p(x;) pour tout ¢ # k, alors il existe un
n-simplexe x de X tel que d;x = x; (i # k) et p(x) = y.

Un ensemble simplicial X est dit fibrant si le morphisme canonique X —
A est une fibration. En d’autres termes, toute application « : A} — X peut
étre relevée en une application définie sur A™ tout entier :

n o«
Ap—X .
”
zf ,7
A"
On vérifie que, pour tout @, FC est fibrant. Ceci est dii au fait que les
regles de syntaxe réalisent automatiquement les propriétés combinatoires qui

définissent un ensemble fibrant. Cette remarque motive de quitter le plan
strictement syntaxique des formules, pour aborder un niveau sémantique.

3. Théorie des modéles

3.1. Modéles

On considere tous les modeles d’une théorie T' couchée dans un langage
du premier ordre L dont le quantificateur unaire est 3. Pour tout modele
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M de T, on pose :

M, = F*ELM = (Dn(M), (3?’M)O<i<na (sp’M)0<j<n>neNa

e D, (M) est I'ensemble des sous-ensembles définissables de |M|"+!
(n>0) (et D_1(M) la théorie T(M) de M)

. EI?’M : D, (M) — Dy,,_1(M) est Popérateur de face défini par
M@ e IM™ M E palvo, - va)[a]}) .
={a € |M|": ME 3z pa(vo,...,0i—1,Z,0i,...,0n_1)[d']}

. s?’M : Dp(M) — Dyq1(M) est Popérateur de dégénérescence défini

par s?’M(A) ={(ao,...,aj-1,b,a;j,...,an_1) € |[M|"*1 : G € A}.

La structure M, est un ensemble simplicial pour tout M.

Etant données deux L-structures M et N ,on dit que N est une extension
de M (et M une sous-structure de N) si |[M| C |N| et que 'interprétation
dans M de tout symbole de relation est la restriction & | M| de interprétation
de ce méme symbole dans N. Cela signifie que, pour toute formule négatomi-
que @(vy,...,v;) et tout k-uplet (ay,...,ar) d’éléments de |M]|,
N E ¢lay,...,a;] ssi M E ¢lag,...,ag]. On dit que N est une exten-
sion élémentaire de M (et M une sous-structure élémentaire de N) si ce
qui précede vaut pour toute formule ¢ de L. Le critere de Tarski-Vaught
énonce que, M étant une sous-structure de N, M sera une sous-structure
élémentaire de N ssi, pour toute formule ¢(z) & parameétres dans N,
N E Jzp(x) implique Vexistence de a € |M| tel que N E ¢(x)[a].

Soit IV une extension de M. On peut alors définir une collection d’applica-
tions 7, : Dy (N) — NM ou NM est I'ensemble de tous les (M, N) := {d €
|M|" T . N E ¢(vo,...,v,)[d]} pour ¢ € F,, et olt r,, est la restriction qui
envoie tout sous-ensemble définissable B C |N|" ! sur r,,(B) = BN|M|" 1.
La suite des N (n > 0) peut étre munie d’une structure d’ensemble sim-
plicial NM, avec 3N : {5 € |M|"* : N E ¢(@)[b]} — {V/ € [M|" : N E
3:(9) [b_; |} pour ¢ € F,, les opérateurs s; étant définis de maniére analogue.
Le fait que M soit une sous-structure de N garantit la correction de toutes
ces définitions.
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Supposons & présent que 7, : N, — NM soit un morphisme d’ensembles
simpliciaux : .

H?’N I/ I/ sz,NM

D,_1(N) — NM ..

Il s’avere alors que NM coincide en fait avec M,, et que N est une extension
élémentaire de M.

Le premier point se démontre par induction sur ¢. Puisque M est une
sous-structure de N, ¢(N, M) = oM = {@ € |M|"*1 : M F ¢(vo, ..., vn)[d]}
pour toute formule négatomique ¢ € F,,. On a ensuite que (¢ A)(N, M) =
O(N, M) Ap(N, M) = oM A M = (¢ A )M, Enfin,

(Fzd(vo,. .., Vi1, T, Vs -, 00))(N, M) = (3PN (B(v0, -, Ung1)))
A

nt1(P(vo, -+ Vng1)))-

Par hypothése d’induction, 7,41(¢) € Dpi1(M), et par conséquent
M

3N (ry1(0)) = Bx¢)(N, M) € D, (M). Le fait que les restrictions r,

forment un morphisme d’ensembles simpliciaux r, : N, — M, montre que

le test de Tarski-Vaught est vérifié, et par suite M < N.

Réciproquement, supposons que M < N. On vérifie alors facilement
que 7 : Ny — M, constitue un morphisme d’ensembles simpliciaux (la
commutativité élément par élément du diagramme faisant intervenir r, et
rn—1 découle du test de Tarski-Vaught). Ainsi :

THEOREME 3.1. — Une sous-structure M d’une L-structure N est une
sous-structure élémentaire de N ssi la restriction correspondante vy : Ny —
M, est un morphisme d’ensembles simpliciauz.

COROLLAIRE 3.2. — La correspondance (—). est un foncteur contrava-
riant de la catégorie des L-structures et des plongements élémentaires vers
la catégorie des ensembles simpliciaux et des morphismes d’ensembles sim-
pliciauz.

Démonstration. — Tout plongement élémentaire f : M — N donne lieu
ar! . N, — M, de maniere fonctorielle, avec rf : ¢ — {@ € |[M|"* : N E

Plf@)}=¢M. O

Soit M une sous-structure élémentaire de N, et supposons que | M| soit
définissable dans N par une formule M(z). Pour tout ¢ € F,, ¢ est la
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formule (M (vo) A ... AM(v,) A D) ot M) désigne la relativisation des
quantificateurs de ¢ a M. Cette relativisation permet de définir des exten-
sions e, : oM € D, (M) — (¢M)N € D, (N), et par suite un morphisme
e : M, — N,.

DEFINITION 3.3. — Etant donnés deuz ensembles simpliciaur X etY,
une rétraction de Y sur X consiste en une paire (f,g) de morphismes
d’ensembles simpliciaur f : X — Y et g:Y — X tels que go f = idx
(ce qui implique que f soit un monomorphisme).

THEOREME 3.4. — Soit M une sous-structure élémentaire de N. Alors
|M| est définissable dans N ssi la paire (e.,r.) définit une rétraction de N,

sur M,.

Démonstration. — Comme, pour tout ¢ € F,,, N F gb[l;] ssi b € ML
et M F ¢[b],

#V € Dy(M) (9"

HZL,I\/II IHILN

{a' € M™: M 3,(@)[a/]} re— {0/ € N": N £ (3(¢)) X [V]}

commute. En effet, par le test de Tarski-Vaught, on a :

N3 (M) [0'] ssi N E 2 [b), ..., bi_y,ci, b, ..
ssiNEMby, ... b, di, b}, ..., b, ] pour un certain d; € | M|
ssi N E Ju; (M (v;) A 2 [07]

ssiN E (3i(0)M[p].

.,bl,_1] pour un certain c; € |N|

En d’autres termes, la collection des applications e, définit un morphisme
d’ensembles simpliciaux :

Dn(M) —"=  Dy(N)

anl(M) — anl(N)

€n—1

A présent, on vérifie que (e,7)(¢N) = oM et que (rnen)(¢™) = ¢M pour
tout ¢ € F,:

(rnen) (@) = ra((@*)N) = {@ € M+ N ¢pMa]} = oM,
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(enrn)(@V) = en({d@ € [M|™+ : N E gla]}) = en(¢™) = (#*1)N = {b €
IN["H N E M) = (g€ M™H 2 N E gM[a]) = gM.

Par conséquent, r. : N, — M, et r.e, = idys, . Par conséquent (ry,e,)
est une rétraction, ce qui implique en particulier que M, et N, ont méme
type d’homotopie.

Réciproquement, la condition r.e, = idps, suppose que e, soit bien
définie, et donc que |M| soit une sous-structure élémentaire définissable de
N. En effet, comme L est supposé égalitaire, il doit exister une formule x(vg)
telle que eo(|M]) = eo((vo = vo)™M) = x(vo)™. O

On peut, en suivant le fil qui vient d’étre présenté, transposer d’autres
notions homotopiques & la théorie des modeles, en reprenant point par point
les résultats homotopiques concernant la catégorie des ensembles simplici-
aux. C’est notamment le cas de la notion de chemin entre simplexes.

Soient A, B deux éléments de D1 (M) pour lesquels il existe une formule
v telle que A = {a € M : M E Jvip(vo,v1)fal} et B={be M : MF
Jugp(vo, v1)[b]}. Dans ce cas, @™ est appelée un chemin de A vers B. La
relation par un chemin est une relation dont la cloture symétrique et transi-
tive définit des composantes de chemin. Deux sous-ensembles définissables
de M appartiennent a la méme composante s’ils peuvent étre joints par une
chaine finie de chemins.

Dans le cas d’un ensemble simplicial fibrant, la relation par un chemin
est directement une relation d’équivalence. Ce n’est pas le cas de Fy, (M) en
général. En effet, pour que F, (M) soit fibrant, il faut par exemple que, pour
toute paire (par, ¢h,) d’éléments de Dy (M) vérifiant oy, = Jr1om = ¥,
il existe xar € Da(M) tel que le diagramme

Xm
%, 3
/ AN
7/ AN
¥ Ny
Ym M
3 3

U

soit commutif, ce qui n’est pas vrai en général.
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3.2. Types

Un objet supplémentaire d’application se signale en théorie des modeles :
c’est I’ensemble des types dans une structure. Etant donnée une L-théorie
complete T (par exemple la théorie T (M) d’une L-structure M), un n-
type est un ensemble de formules ayant toutes exactement vy, ..., v,_1 pour
variables libres, qui est consistant avec T'. L’ensemble des n-types est noté
Sn—1(T). Si M est un modele de T et A C |M|, un n-type sur A est un
n-type pour le langage L(A) obtenu & partir de L en ajoutant & L une
constante d’individu ‘c,’ pour chaque élément a de A. L’ensemble des n-
types sur A est noté S,_1(A). Pour les mémes raisons que précédemment
a propos des formules de L, on peut voir tout n-type comme un n-simplexe
d’un ensemble simplicial, & savoir

S (T) = (Sn(T), (37 )o<i<n, (57 )o<j<n)neN-

Le foncteur n +— S, (T) fait précisément 'objet de la section 2.1 d'un
article de Robin W. Knight, de méme que la section 1.2 du méme article fait
implicitement référence aux morphismes canoniques d, et s/, de la catégorie
A, Knight introduit la notion de «catégorie de types» [type category], de
fagon a formaliser et a généraliser la suite d’espaces de types associée a toute
théorie complete du langage de la logique infinitaire. Une catégorie de types
au sens de Knight n’est en fait rien d’autre qu’un objet simplicial dans la
catégorie des espaces topologiques et des applications continues (autrement
dit, un espace topologique simplicial) vérifiant une propriété supplémentaire
d’amalgamation. Cette derniére propriété est censée capturer la spécificité
des espaces de types parmi les espaces simpliciaux en général. (Le fait bien
connu que Knight exploite pour commencer est que chaque ensemble de
types S, (1) peut étre muni d’une topologie : la topologie engendrée par les
ouverts standard [p] = {p € S,(T) : ¢ € p}, pour toutes les formules ¢ € F,,
de L.) Les travaux de Knight s’inscrivent dans une démarche treés précise,
la recherche d’un contre-exemple & la conjecture de Vaught en théorie des
modeles. Néanmoins, la transposition systématique de la notion d’ensemble
simplicial & la logique qui est visée ici n’est peut-étre pas sans lien avec le
cadre de ces travaux. Ce serait 'objet d’un article a part que d’examiner
cette question.

L’ensemble simplicial S, (7T") possede comme tel une réalisation |S,(T)|.
Mais, comme on vient de le rappeler, chaque ensemble S, (T) constitue par
ailleurs un espace topologique, et on peut ainsi introduire 'union S(T') =
[,.cn Sn(T), munie de la topologie finale (relative & la famille des inclusions

an gf. [7], p. 54-55. Je remercie un rapporteur anonyme pour la référence & cet article.
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(Sp(T) — S(T)),en)- La donnée de S, (T) x |AL| 2258, (T) — S(T),
pour tout n > 0, induit une application m : |S.(T)] — S(T). Une question
naturelle (qui ne sera pas examinée dans les limites de cet article) est celle
de savoir a quelles conditions cette application m définit un espace fibré.

Une notion essentielle de la théorie des modeles, directement liée a celle
de type, est celle de saturation. Une structure M est dite saturée si, pour
tout A C |M]| de cardinalité < | M ||, tout type de So(A) est réalisé dans M.
Le fait pour un modele M d’étre saturé équivaut au fait que la conjonction
infinitaire A rend le diagramme suivant commutatif :

seM) L Do)

30 HO’M

(M) —— {0,-1}
(en voyant M comme une structure ir{ﬁnitaire, tandis que les types de Sy (M)
continuent d’étre définis relativement au langage finitaire L). Cette condi-
tion est évidemment beaucoup moins forte que ’existence d’un morphisme
S3(M) — M, d’ensembles simpliciaux, c’est-a-dire la commutativité de

Sp(M) ——  Dp(M)

an [ { gn. M

Sn—l(M) — Dn—l(M)

pour tous les n > 0.

Une derniere direction homotopique concernant les types mérite d’étre
mentionnée. Un 1-type complet p € S;(M) est dit'? définissable ssi, & toute

formule ¢(vg, v1,...,v,) correspond une formule d?"" () (vo, ..., v,—1) telle
que, pour tout n-uple (as, ..., a,) d’éléments de M, p(ay,...,a;—1,v0, Q. ..,
an,) € pssi M E d"(¢)(vo,...,vn—1)[d]. L’ensemble des opérateurs dt"" :

F, — F,_; forment la définition de p (pour les formules & n variables
libres). On a :

&7 (=) = =di" ()
a7 (e AY) = d7" (@) N7 ().
Par conséquent, si 'on munit chaque F,, d’une structure de groupe (F,,, <>
, L), chaque d¥"" constitue un homomorphisme de groupes. Par suite,

FP = ((Fp, o, L), (d7" )oci<ns (8] )o<j<n) neN

(12) ¢f. [10], p. 227-231.
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est un groupe simplicial. Par le théoréme de Moore!3, ’'ensemble simplicial
sous-jacent & un groupe simplicial est fibrant. Par conséquent, F? est fibrant
pour tout type p. On peut alors appliquer & F? les méthodes élémentaires
de la théorie de I’homotopie.

En outre, en écrivant ‘©’ au lieu de ‘+»’, Iapplication 0P définie par :

n

0" () == () " ()

=0

pour toute formule ¢ € F,,, représente un opérateur de différenciation, qui
donne lieu & un complexe de chaines (F¥, 7). On vérifie en effet que PodP =
L. On peut alors appliquer & F! les méthodes élémentaires de ’algebre
homologique.

3.3. Digression géométrique

Soit FI' algebre de Boole propositionnelle formée par les formules de
F,, considérées modulo leur inter-dérivabilité dans T' — la relation d’inter-
dérivabilité, comme celle d’équivalence logique plus haut, étant considérée
a chaque fois comme une relation d’équivalence définie dans les limites d’un
certain F;,. Une telle algebre peut étre munie de la topologie de I'ordre pour
la relation d’ordre donnée par : [¢]7 < [¢h]r ssi T F ¢ — 1b. A présent, soit
(P;)ier un ensemble d’ouverts relativement & cette topologie.

Dans ce contexte, Kouneiher et Balan'® ont défini une variété propo-
sitionnelle comme une famille d’applications ¢; : I — @(P;), j — P, ;
accompagnée de fonctions continues de transition ¢; ; : P; ; — P;; vérifiant
¢ii = id et ¢; 5 0 @ = i . La variété P est alors définie par I’ensemble
e Pi/ ~, ot quels que soient 4, j € I et quels que soient x € P; et y € P;,
x ~yssiy=¢;;(x).

PROPOSITION 3.5. — FI' est une variété propositionnelle (au sens de
Kouneiher-Balan).

Démonstration. — En effet, soit ¢ € Fy, ¢ € F,, avec k > n ; on pose
¢ =1 ssi (par définition) il existe (i1, ...,i5_n) € {0,...,k—1}*~" tel que
Tk ¢livie=n) — o on ¢lir-ik-n) représente

Vi, .. Vo, (¢[17i1/vi1 Wig Uiy 41, - - Wk—2/p—1]- - -[Jiik_n/vik_n 7Uik,—n/vik—n+1" < Un—1/Un]).

(13) Voir [3], p. 12.
(14) Voir [8].
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On pose alors :

9 ={pe|)Fn:o=v}

neN
on:N—= po(F,), k—{p € F,:[d]NFy #0}

Ong{d € Fn: [B]NFy # 0t = {y € Fi : WINEF, # 0}, ¢ =1 € [9]NF

(le choix de ¥ n’important pas). On obtient ainsi une variété propositionnelle
comme définie ci-dessus. O

4. Catégories de modeles (categories of models)
et catégories de modeéles (model categories)

4.1. Homologie d’André

On a vu que tout modele d’une théorie T' du premier ordre donnait lieu a
un ensemble simplicial. Mais la catégorie de tous les modeles de T' (avec pour
morphismes les extensions élémentaires) donne elle-méme lieu & un ensemble
simplicial, & savoir son «nerf». Pour une petite catégorie C' donnée, le nerf
N(C) de C est I'ensemble simplicial défini par (N(C)),, = Homcyt (Ay, C)
pour tout n > 0. Autrement dit, (N (C)),, est I’ensemble des n-chaines de
morphismes de C.

Cette construction donne lieu a ’homologie suivante, due a Michel André
(cf. [1]). Soit N une catégorie, M une sous-catégorie pleine de N et F' : M —
A un foncteur de M dans une catégorie abélienne A. André décrit cette situa-
tion comme formant «une catégorie avec modeles munis de coefficients » :
les modeles sont ici les objets de M, et les coefficients, des objets de A.
On suppose en outre que M est petite, que A possede des sommes directes
et qu'une somme directe de monomorphismes de A est un monomorphisme
de A.

Sous ces hypotheses, on introduit, pour tout objet N de N :

83 PO MMy 2Ny S (PO - v BNy

o B F(a) B
et sp: Y {F(My): M, My N}Z > {F(My) : My——N?}.
On pose alors : d; = s§ — si, et de méme pour da, d3, etc.

On obtient ainsi le complexe C’*M(N )
> F(My) s F(M) -2 N F(My) 20
Mo— My —Mo— N My, —My—N Mo—N
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dont les groupes d’homologie sont les H, (N, F) = Ker d,,/Im d,,+1 pour
tous les n > 0. Le n-ieme objet (C*M(N7 F)), n’est en fait rien d’autre
que l'ensemble S, (M | N) de tous les n-simplexes du nerf de la catégorie
M | N. Le résultat établi par André'® est que si N est un objet de M,
alors :
H,(N,F) = {F(N) sin=0
0 sin>0

Dans ce cadre, il est alors naturel de considérer :

e la catégorie N de toutes les L-structures (pour un langage L du pre-
mier ordre donné) ;

e la catégorie M = Mod(T') de tous les modeles de T' (pour une théorie
T dans L) ;

e le foncteur F' : M — Ab qui associe & tout M son groupe d’automor-
phismes.

C’est exactement, étendue au cas d’'une théorie T', 'application de la con-
struction de André qu’a proposée René Guitart dans [4].

La catégorie M n’est pas en général petite, mais la notion de «sous-paire
adéquate' » permet de contourner la difficulté. Supposons en effet que M
possede des limites finies et qu’il existe une petite catégorie R telle que,
pour tout objet M de M, 1, se factorise selon un diagramme

1
\M "
R

ol R est un objet de R. Les complexes C*M(ﬁ, F) et C?(ﬂ, F) ont alors la
méme homologie. Cette situation se présente notamment lorsque M est une
catégorie accessible (c’est-a-dire lorsque T est une théorie axiomatisable
au moyen d’énoncés de la forme Vz (o(x) — (z)), o ¢ et ¢ sont des
formules existentielles positives). La réalisation X1 = |N(Mod(T"))| du nerf

de M = Mod(T) est un CW-complexe qui, comme le remarque Guitart,
peut étre vu comme un espace classifiant pour 7.

M

(15) 1], lemme 1.1, p. 4.
(16) 1], §8-9.
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4.2. La catégorie des modeles d’une théorie comme pré-catégorie
de modeles

On peut donner une définition catégorique générale d’une catégorie équi-
valente a la catégorie des modeles d’une théorie du premier ordre, comme
on peut donner une définition générale d’une catégorie comparable & une
catégorie d’espaces topologiques. La premiere s’appelle une « classe élémen-
taire», la seconde une «catégorie de modeles». Les axiomes qui définissent
une classe élémentaire visent a exprimer les propriétés principales d’une col-
lection axiomatisable de structures, ordonnée par une relation d’extension
élémentaire. Les axiomes qui définissent une catégorie de modeles, quant &
eux, visent a capturer algébriquement ce qui, de la structure de certaines
catégories, permet de donner lieu a une notion d’homotopie interne a cha-
cune de ces catégories!”.

Dans la mesure ou les modeles d’une théorie T induisent des ensembles
simpliciaux et que la catégorie des ensembles simpliciaux est un exemple
fondamental de catégorie de modeles, une idée naturelle est d’examiner la
catégorie des modeles de T' comme une ébauche de catégorie de modeles'®.

Les définitions d’une classe élémentaire et d’une catégorie de modeles
sont les suivantes. Une classe élémentaire (abstraite) est une collection K
de structures (de méme signature), munie d’une notion de plongement <
d’une structure dans une autre et vérifiant les conditions suivantes'® :

e SiM < N, alors M C N.
e La relation < constitue un ordre partiel sur K.

e Si (Aj)i<s est une chaine <-croissante :

1. UA@EK;
<9
2. pour tout j < 9§, A; < U A4 ;
<o
3. sitout A; < M € K, alors |J A; < M.

<9

e SiAB,CeK,A<C,B<Cetque AC B, alors A< B.

A7) Voir [3], II. 1.

(18) Dans cet ordre d’idées, Misha Gavrilovich et Assaf Hasson ont récemment introduit
la catégorie dont les objets sont les ensembles et dans laquelle il existe un morphisme
X — Y a chaque fois que Vo € X Jy € Y (z C y). Ils ont montré que la catégorie
ainsi obtenue peut étre munie d’une structure de catégorie de modeles, ou I’homotopie
consiste, pour deux ensembles, a ne différer que par un nombre fini d’éléments.

(19) Voir [2], Définition 4.1, p. 27-28.
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e Il existe un cardinal LS(K), appelé nombre de Léwenheim-Skolem de
K, tel que, pour A C B € K, il existe A’ € K tel que A C A’ < B et
|A’| < |A] + LS(K).

Par ailleurs, une catégorie de modéles est une catégorie C munie de
trois classes de morphismes, appelés fibrations, cofibrations et équivalences
faibles, et ayant les propriétés suivantes :

1. C possede des limites finies et des colimites finies.

g

Y commute ; si deux de ces trois mor-

N,

phismes sont des équivalences faibles, il en est de méme du troisieme.

2. Supposons que X

3. Le rétracte d’une équivalence faible (resp. fibration, cofibration) est
une équivalence faible (resp. fibration, cofibration).

4. Supposons que le diagramme de fleches pleines [ -, X commute

E4
if .7 Jp
|
(7 étant une cofibration et p une fibration). Alors, si i ou p est en

plus une équivalence élémentaire, la fleche en pointillé existe et le
diagramme obtenu reste commutatif.

5. Tout morphisme f de C se factorise de deux facons :
e f =poi, ou p est une fibration et ¢ a la fois une cofibration et
une équivalence faible ;
e f =gqoj,ouqest ala fois une fibration et une équivalence faible
et j une cofibration.

Aucune articulation directe ne permet de comparer une classe élémen-
taire & une catégorie de modeles. La théorie formelle des espaces topologiques
comme celle des ensembles simpliciaux n’est pas du premier ordre. Récipro-
quement, une classe élémentaire ne vérifie naturellement aucun des axiomes
d’une catégorie de modeles. 1l faut donc considérer des théories du premier
ordre d’un genre particulier, aux modeles desquelles les notions qui inter-
viennent dans la définition d’une catégorie de modeles, & commencer par
celle de rétracte, puissent s’appliquer. Ce qui suit est la description d’une
premiere piste dans cette direction.

Soient M, N deux L-structures. Un homomorphisme f : M — N est
une application f : |[M| — |N| telle que :
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e VecL f(cM)=cN;
e VF®) c Lva e M* f(FM(@) = FN(f(a)) ;
e VR c LVde M™, sidec RM alors f(d@) € RN.

Une L-structure M est dite atomique compacte si tout ensemble ® de
formules primitives positives de L (c’est-a-dire de formules de la forme
AZ (P1(Z,@) A ... AN p(Z,d)), chaque 9; étant atomique) & parametres d
dans M qui est finiment réalisé dans M, est réalisé dans M. On a que M
est atomique compacte ssi, pour tout plongement élémentaire f : M — N,
il existe un homomorphisme g : N — M tel que gf = idj;. Ceci, a son tour,
est équivalent & : pour tout plongement diagonal f : M — MUY de M dans
une ultrapuissance de M, il existe un homomorphisme g : MYV — M tel
que gf = idps. On peut appeler un tel homomorphisme g une «projection
d’ultrapuissance ».

Tout produit direct de structures atomiques compactes est une structure
atomique compacte, et donc toute ultrapuissance d’une structure atomi-
que compacte est une structure atomique compacte. En outre, une sous-
structure My de M est appelée un rétracte de M s’il existe un homomor-
phisme f : M — M, dont la restriction a My est l'identité. Les struc-
tures atomiques compactes vérifient les deux propriétés suivantes : tout
rétracte d’une structure atomique compacte est atomique compact, et toute
structure atomique compacte est un rétracte de chacune de ses extensions
élémentaires??.

Ces résultats préalables motivent la considération d’une théorie de Horn
T complete et A-catégorique (avec A > |L|). Tout modele d’une telle théorie,
en effet, est atomique compact. Soit alors Cr la catégorie des modeles de T',
munie de trois classes distinguées de morphismes,

e dont les morphismes sont tous les homomorphismes entre modeles
élémentairement équivalents ;

e dont les morphismes de premiere classe sont toutes les projections
d’ultrapuissance ;

e dont les morphismes de deuxieme classe sont tous les plongements
élémentaires ;

e dont les morphismes de troisieme classe sont tous les homomorphismes
induisant un isomorphisme entre sous-ensembles définissables.

PROBLEME 4.1. — Quelle structure faut-il ajouter ¢ Cr, ou quelle pro-
priété supplémentaire faut-il supposer a T, pour obtenir une catégorie de
modéles?

(20) Voir [5], 10.7. - 1041 -
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5. Conclusion

Le propos de cet article a été d’établir un cadre général d’importation,
en logique, de concepts venus de la théorie de I’homotopie, a la fois de la
théorie des ensembles simpliciaux et de la théorie des catégories de modeles.
Le point de départ de ce rapprochement est syntaxique : la possibilité
de voir une formule d’'un langage du premier ordre comme une chaine,
et la quantification comme un opérateur de face. Cette analogie persiste
lorsqu’on aborde l'interprétation du langage et qu’on considére la struc-
ture des sous-ensembles définissables d’une structure d’interprétation, puis
les espaces de types associés a une théorie complete, ce qui permet de re-
joindre, notamment, certains aspects des travaux de R. Knight en théorie
des modeles. Un prolongement naturel de cette piste consiste a examiner
Iécart séparant la catégorie des modeles d’une théorie du premier ordre
(une «classe élémentaire»), d’une catégorie de modeles.

Un tel cadre d’analyse demanderait bien entendu a étre approfondi, et
également appliqué a des théories axiomatiques bien connues, telle ZFC ou
Parithmétique de Peano — ce ne pouvait étre 'objet de ce travail, mais
pourrait étre celui d’un travail ultérieur. Mais ce cadre a d’ores et déja per-
mis de donner lieu a certains résultats (en particulier les deux théorémes
de la section 3.1), qui précisent la correspondance pouvant étre établie de
la théorie des modeles vers la théorie de ’homotopie. Il permet également
d’éclairer 'importance transversale de la notion d’homotopie : en effet, au-
dela du contexte des espaces topologiques, les notions de structure et de
plongement élémentaire concernent n’importe quelle théorie du premier or-
dre, et suggerent que, de fagon tres générale, les relations de transformation
d’une structure en une autre peuvent, sous certaines conditions, avoir pour
guide le genre de transformations entre espaces sur lesquelles se penche la
topologie algébrique.
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